
New Physics: Sae Mulli,
Vol. 71, No. 8, August 2021, pp. 711∼718
http://dx.doi.org/10.3938/NPSM.71.711

 

 

Index Notation and Simplification of Tensor Expressions

Dal Ho Park∗

Department of Computer and Electronic Physics Sangji University, Wonju 220-702, Korea

(Received 03 May 2021 : revised 17 June 2021 : accepted 28 June 2021)

We discuss the pattern matching and the canonicalization as simplification strategies of tensor
expressions in index notation and explain that the time required for simplification increases as the
symmetry of the indices increases. The performance of simplification by using pattern matching
indicates that it is not appropriate for use in practice, but the canonicalization based on the
‘Butler-Portugal’ algorithm is very efficient and so is widely used in general relativity. In this
paper, in order to improve the existing simplification strategy, we introduce the concepts of index
‘kind’ to handle various indices and ‘metric state’ to solve the difficulties due to non-covariant
operators. As a result, tensor expressions containing various indices and non-covariant operators
are correctly simplified. In addition, we convert the implementation of the ‘Butler-Portugal’
algorithm from the GNU C language to the standard C++17 language, and as a result, we found
that the asymptotic complexity of the canonicalization was greatly improved in the Windows
operating system.
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인덱스표기법과텐서표현의단순화
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인덱스를 갖는 텐서 표현의 단순화 전략으로 패턴 매칭 방법과 정규화를 이용한 방법을 논의하였고,

인덱스의 대칭이 증가함에 따라 단순화 소요 시간이 증가할 수 밖에 없음을 설명하였다. 패턴 매칭 방법의

단순화 성능은 실제 사용이 곤란할 정도로 좋지 않지만, ‘Butler-Portugal’ 알고리즘에 기반한 정규화

방법은 매우 효율적이어서 일반 상대론 분야에서 많이 사용되고 있다. 본 논문에서는 기존 단순화 방법을

개선하기 위해 다양한 인덱스를 다루기 위한 인덱스 ‘계열’ 개념을 도입하였고, 비공변 연산자의 작용에

따른 난점을 해결하기 위한 자료구조인 ‘메트릭상태’도 도입하였다. 그 결과 여러 가지 인덱스와 비공변

연산자가 포함된 텐서 표현도 올바르게 단순화할 수 있음을 설명하였다. 또한 ‘Butler-Portugal’ 알고리즘

구현을 GNU C 언어로부터 2017년 표준 C++ 언어로 변환하였고, 결과적으로 정규화 소요 시간의

점근적 복잡도가 윈도우 운영체제에서 크게 향상됨을 확인하였다.
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I. 서 론

일반 상대론 분야에서 (수치 연산이 아닌 기호 연산으로

서의) 텐서 연산 자동화는 오래된 연구 과제이다. [1] 초창기

텐서 연산의 자동화는 좌표계와 계량 텐서가 주어졌을 때

곡률 텐서를 포함하는 텐서 성분들을 얼마나 효율적으로 계

산하느냐에 주안점을 두었었다. [2] 그러나 최근의 컴퓨팅

환경에서 텐서 성분 연산은 그리 어려운 작업이 아니게 되

었다. 더군다나 그러한 연산 결과의 단순화(simplification)
는 텐서 표현과는 무관한 단지 기호 연산 패키지의 단순화

명령, 예를 들면 Mathematica에서의 Simplify 또는 Maple
에서의 simplify를 사용하면 된다. 따라서 텐서 연산에서

소위 ‘ctensor’ [3]라고 불리는 텐서 성분에 대한 연산은 잘

알려진 기호 연산 패키지를 사용하는 것으로 쉽게 해결된다.

한편, ‘itensor’ [3,4]라고 불리는 인덱스를 갖는 텐서 연

산은 인덱스 기호를 그대로 사용하므로 연산 자체보다는

연산 결과를 단순화하는 작업에 더욱 어려움이 있다. 그

이유는 연산 결과 자체가 인덱스를 갖는 텐서 표현이므로

그 텐서 표현이 갖는 모든 성질을 사용해서 단순화해야 하기

때문이다. 그래서 인덱스를 갖는 텐서 표현을 단순화하는

전략은 대략 2000년까지는 수작업의 흉내내기 방법, 즉 패

턴 매칭과 규칙 기반 방법을 사용하였지만 많은 어려움이

있었다. [5–11] 결정적인 문제는 텐서 자체의 대칭이나 더미

인덱스로 인한 대칭이 커짐에 따라 단순화에 소요되는 시간

이 지수적으로 증가하여 단순한 표현이 아니면 실질적으로

사용하기 곤란하다는 것이었다. 그런데 순열 대칭에 대한

군론을 사용한 ‘Butler-Portugal’ 알고리즘으로 텐서 표현

을 효율적으로 정규화(canonicalization)하는 방법이 2002
년 개발되었다. [12–14] 특히 연산 효율을 극대화하기 위

해 ‘Butler-Portugal’ 알고리즘을 C언어로 구현한 xPerm
[15]은 최근에도 많은 텐서 연산 패키지와 관련 연구에서

사용되고 있다. [16–20]
본 논문에서는 텐서 표현의 기존 단순화 방법을 개선하

여 mTensor [21]에 구현한 결과를 소개한다. 이를 위하여

II절에서는 텐서 표현에서 사용되는 인덱스를 분류하고, 인

덱스 ‘계열’ 개념을 도입할 것이다. 또한, 비공변 연산자가

작용한 텐서를 단순화하기 위한 자료구조인 ‘메트릭상태’에
대하여도 설명할 것이다. III절에서는 텐서 표현 단순화에

필요한 준비 과정으로 내부 표현으로의 변환, 연산자에 의한

인덱스 대칭의 확장, 텐서곱에서 동일한 이름의 텐서들에

의한 교환 대칭, 그리고 텐서곱을 확장된 대칭을 갖는 한

개의 텐서로 병합하는 과정 [8]을 설명할 것이다.

IV절에서는 패턴 매칭을 이용한 텐서 표현의 단순화 방법

을 설명하면서 텐서 대칭이 커질수록 단순화의 소요시간이

길어질 수밖에 없는 이유를 밝힐 것이다. 그리고 V절에서

는 ‘Butler-Portugal’ 알고리즘을 사용하는 정규화에 의한

단순화 방법을 설명할 것이다. xPerm을 기반으로한 텐서

연산 패키지인 xTensor [16]에서는 비공변 연산자를 제대로

다루지 못할뿐더러 비공변 연산자가 포함된 텐서 표현의

정규화에 오류도 발생시킨다. IV절과 V절에서 이러한 오

류들은 ‘메트릭상태’를 이용하여 해결할 수 있음을 설명할

것이다.

mTensor [21]에서는 V절에서 설명하는 정규화를 구현하

기 위해 xPerm의 C코드를 사용하지 않는다. 사실 xPerm
은 C언어로 구현하였음에도 특정 프로그램인 GNU 컴파일

러 고유의 문법을 사용했기 때문에 운영체제에 따라 연산 효

율이 달라진다. 예를 들면 유닉스 계열의 운영체제에 비해

윈도우 운영체제에서 상당히 비효율적으로 동작한다. 특히

VI절에서 보듯이 xPerm 코드 체계의 메모리 관리 문제가

윈도우 운영체제에서 명확하게 드러난다. 본 논문에서는

이러한 문제를 개선하기 위해 xPerm의 C 언어 코드를 2017
년 표준안 [22]을 따르는 C++ 언어로 변환하여 특정 컴파

일러에 대한 종속성을 제거하였고, 정규화 과정의 일관성을

확인하는 절차에 이진 검색 알고리즘을 사용하였다.

VI절에서는 xPerm [15]과 mTensor [21] 사이의 텐서 표

현에 대한 정규화 성능을 리눅스 운영체제와 윈도우 운영

체제에서 각각 비교할 것이고, VII절에서 결론 및 토론을

전개할 것이다.

II. 텐서인덱스

일반 상대론에서 텐서의 인덱스는 크게 두 가지 의미로 사

용된다: 추상 인덱스 표기법(abstract index notation) [23–
25]에서 인덱스는 (0, 2) 타입의 텐서 Tab처럼 타입을 결정

하는 표식자이다. 반면에 성분 인덱스는 Tab = Tµνdx
µ
adx

ν
b

에서의 Tµν 처럼 주어진 기준계에서의 성분 텐서를 나타낸

다. 편미분 연산자 ∂µ는 성분 텐서에 작용하는 것으로 보통

해석한다: ∂µT
ρ

ν = ∂T ρ
ν /∂xµ. 그러나 ∂a 를 추상 인덱

스에 작용하는 특별한 미분 연산자로 해석할 수도 있다:

∂aT
c

b . [25] 본 논문에서의 인덱스는 두 가지 의미 모두에서

사용할 수 있는 것으로 간주한다. 사실 IV절과 V절에서

논의하는 단순화 방법은 텐서의 인덱스뿐만 아니라 인덱스

를 갖는 미분 형식(differential form)에도 사용 가능하므로

용어상으로는 ‘텐서’보다는 ‘인덱스를 갖는 객체(indexed
object)’로 부르는 것이 좀 더 정확한 표현이다.

인덱스를 구분할 때 다른 인덱스와 축약(contraction)되

지 않은 인덱스를 프리(free) 인덱스, 축약된 인덱스를 더미

(dummy) 인덱스로 부른다. 그리고 위 첨자(contravariant)
인덱스와 아래 첨자 (covariant) 인덱스로도 구분한다. 인
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덱스가 a, b와 같은 기호이면 정규 인덱스, 숫자이면 성분

인덱스로 부른다.

일반 상대론에서 보통 사용하는 인덱스들을 나열해 보

자. 추상 인덱스는 라틴 소문자 a, b, c, . . .를 사용하고, 고

차원 공간에서의 추상 인덱스나 스피너 인덱스는 라틴 대

문자 A,B,C, . . ., 시공간의 성분 인덱스는 그리스 소문자

µ, ν, ρ, . . .를 주로 사용한다. 또한 스피너 인덱스를 위해

α, α̇, β, β̇, . . ., 시공간에서 정규 직교(orthonormal) 기준계

의 성분 인덱스로 µ̂, ν̂, ρ̂, . . ., 공간에서 정규 직교 기준계의

성분 인덱스로 ı̂, ȷ̂, k̂, . . . 등을 사용한다. 따라서 인덱스의

사용 목적에 따라 구분되는 개념인 인덱스 ‘계열(kind)’을
도입할 필요가 있다. [21] 추상 인덱스로 사용하는 인덱스

계열은 수학적으로는 벡터 번들 개념으로 볼 수도 있다.

예를 들면, 게이지 장 F a
µν 의 표현에서 µ, ν, . . .는 시공간의

탄젠트 번들에 대한 인덱스이고, a, b, . . .는 내부 공간의 벡

터 번들에 대한 인덱스이다. 한편 성분 텐서의 경우에는 동

일한 공간 내에서 사용할지라도 기준계에 따라 다른 계열의

인덱스를 사용한다. 따라서 인덱스 계열을 사용하려면 그

계열을 어떤 목적으로 사용할 지 명시적으로 먼저 결정해야

한다. 특히 인덱스 계열에 따라 다른 계량 텐서를 사용해

야 한다. 예를 들면, 시공간의 계량 텐서는 gµν 이고, 내부

공간의 계량 텐서는 ϕab, 정규 직교 기준계에서의 계량 텐

서는 ηµ̂ν̂ 등인 경우이다. mTensor [21]에서 인덱스 계열은

DefKind 명령으로 정의한다.

텐서의 계열은 사용하는 인덱스의 계열로 결정된다. 예를

들면, gµν 는 Greek 계열, Tab는 Latin 계열, F a
µν 는 {Greek,

Greek, Latin} 계열이다. 한편, ∇aT
ν
µ 처럼 연산자의 인덱

스 계열은 Latin 계열이고 텐서의 계열은 Greek이면 연산자

입장에서 T ν
µ 는 단지 스칼라로 간주할 것이다. 또한 연산자

∇a 는 Latin 계열의 인덱스에 대해서는 공변 연산자이지

만 Greek 계열의 인덱스에 대해서는 비공변 연산자이다.

이러한 이유 때문에 텐서에 작용하는 연산자의 계열도 고

려해야 한다. mTensor [21]에서 텐서는 DefTensor, 계량

텐서는 DefMetric, 미분 연산자는 DefDerivativeOperator
명령으로 각각 정의하고, SetMetricConnection 명령으로

특정 계량 텐서에 대한 공변 도함수를 설정한다.

xPerm을 기반으로한 텐서 연산 패키지인 xTensor [16]에
서는 비공변 연산자가 포함된 텐서 표현의 정규화에 오류가

발생한다. 예를 들면, 대칭 텐서 Sab 와 반대칭 텐서 Aab

로 구성된 다음 표현은 0이 되어여 한다: Sab∂µA
ab → 0.

그러나 S b
a ∂µA

a
b는 ∂µ가 인덱스 a, b가 속한 계열의 계량

텐서에 대해 공변 연산자가 아니면 일반적으로는 0이 되지

않음에도 xTensor [16]의 정규화 명령을 사용하면 0이 출

력된다. 이러한 치명적 오류를 발생시키지 않으려면 텐서

표현의 모든 인덱스에 대해 ‘위 첨자(+1) 또는 아래 첨자

(-1)’, ‘해당 인덱스 계열의 계량 텐서’, 그리고 ‘작용한 연산

자의 공변 연산자 여부’를 저장하고 필요에 따라 갱신할 수

있는 자료 구조를 도입해야 한다. 예를 들면, 텐서 ∂µv
a의

인덱스 µ의 경우 그 자료구조는 {-1, g, +1}이 되고, 인덱스

a의 경우 비공변 연산자가 작용하므로 그 자료구조는 {+1,
ϕ, 0}이 된다. 앞으로는 이 자료구조를 ‘메트릭상태’로 부를

것이다.

III. 텐서표현의단순화를위한준비

텐서 표현을 단순화하려면 그 표현을 구성하는 각각의

텐서를 여러 가지 상태 정보를 갖는 내부 표현으로 먼저

변환시켜야 한다. 이때 중요한 상태 정보로는 텐서의 이름,

프리 인덱스와 더미 인덱스, 그리고 ‘메트릭상태’가 있다.

텐서에 연산자가 포함되면 그 연산자의 이름도 텐서의 이름

에 포함시켜야 한다. 예를 들면, 텐서 ∇aT
a

b 의 이름은 ∇T

이고, 프리 인덱스는 {b}, 더미 인덱스는 {a}가 된다.

각 인덱스의 ‘메트릭상태’ 정보가 중요한 이유는 계량 텐

서로 인덱스의 첨자 위치를 바꿀 수 있기 때문이다: T c
b =

gcdTbd. 작용한 연산자가 공변 연산자라면 계량 텐서를 그

연산자 밖으로 이동시킬 수 있으므로 인덱스 b, c의 ‘메트릭

상태’는 변경되지 않는다:

∇aT
c

b ≡ (∇T ) c
ab = ∇a(g

cdTbd)

= gcd∇aTbd ≡ gcd(∇T )abd.
(1)

그러나 비공변 연산자의 작용은 텐서 인덱스의 ‘메트릭상태’
를 변경시킨다; 비공변 연산자가 작용한 텐서 표현

∂aT
c

b ≡ (∂T ) c
ab = ∂a(g

cdTbd)

̸= gcd∂aTbd ≡ gcd(∂T )abd
(2)

에서 계량 텐서는 연산자 밖으로 이동할 수 없으므로 인덱스

b, c의 첨자 위치를 계량 텐서가 변경시킬 수 없다.

텐서 표현을 단순화할 때 인덱스의 모든 대칭을 고려해야

한다. 그런데 텐서 표현의 대칭에는 텐서 자체가 갖고 있는

대칭뿐만 아니라 연산자의 연속적인 작용에 의해 확장된

대칭도 있다. 먼저, 토션(torsion)이 없을 때 공변 도함수가

스칼라 표현에 두 번 연속해서 작용하면 그 연산자의 인덱

스들은 교환된다: ∇a∇bf = ∇b∇af . 또한, 아래 첨자 인

덱스를 갖는 편미분 연산자가 임의의 텐서에 두 번 이상 연

속해서 작용할 때에도 그 연산자의 인덱스들은 서로 교환된

다: ∂a∂bT
d

c = ∂b∂aT
d

c . 물론 위 첨자 인덱스는 ∂a가 공변

연산자가 아니므로 교환되지 않는다: ∂a∂
bT d

c ̸= ∂b∂aT
d

c .

텐서곱 표현에 동일한 이름의 텐서가 두 개 이상 존재할

때에도 그 텐서곱 표현의 인덱스 대칭이 확장된다: 예를
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들면, T c
a Tbc = TbcT

c
a = T c

b Tac. 따라서 텐서곱 표현에

서 두 개 이상의 텐서가 교환 가능한가를 확인해야 하는데

이때에도 ‘메트릭상태’ 정보가 필요하다. 왜냐하면, 예를

들어 (∇aTcd)(∇bT
cd) = (∇bTcd)(∇aT

cd)에서 인덱스 a

와 b는 교환되지만, (∂aTcd)(∂bT
cd) ̸= (∂bTcd)(∂aT

cd)처럼

비공변 연산자가 작용하면 인덱스 a와 b는 교환되지 않기

때문이다.

텐서곱의 인덱스 대칭을 모두 구하려면 먼저 각각의 텐

서에 대해서 그 자체의 대칭과 연산자의 작용에 의한 확장

대칭을 병합한다. 그 후, 동일한 이름의 교환 가능한 텐서가

두 개 이상 있을 때의 대칭을 최종적으로 병합한다. 여기

까지 진행되면 단순화 과정에서의 텐서곱 표현을 확대된

대칭을 갖는 한 개의 텐서로 취급할 수 있다. [8]

IV. 패턴매칭과단순화

임의의 텐서 표현은 텐서곱의 합으로 전개할 수 있다.

그런데 텐서곱은 III절에서 설명하였듯이 확대된 대칭을

갖는 하나의 텐서로 병합할 수 있으므로, 결국 임의의 텐서

표현은 텐서들의 합으로 볼 수 있다. 따라서 텐서 표현의

단순화는 원리적으로는 간단하다: 먼저 텐서합을 구성하는

각각의 텐서 중에서 대칭에 의해 0이 되지 않는 것들만 남겨

둔다. 이 때 n개의 텐서가 남아있으면 i 번째 텐서와 j 번째

텐서를 비교하여 동일하면 합친다. 여기서 i는 1 ≤ i ≤ n−1

번 반복하고, j는 각각의 i에 대해서 i < j ≤ n번을 반복

한다.

텐서가 대칭에 의해 0이 되는 경우는 본질적으로 더미

인덱스 때문이다. 예를 들면, 반대칭 텐서 Aab의 인덱스가

축약되는 경우가 있다: A a
a → 0. 또한 반대칭 텐서 Aab와

대칭 텐서 Sab가 축약되는 경우도 있다: Aab∂cS
ab → 0.

일반적으로는, 텐서의 더미 인덱스들을 (가능하면) 모두 아

래 첨자로 만든 후, 그 더미 인덱스들을 교환하였을 때의 대

칭이 반대칭이면 그 텐서 표현은 0이어야 한다. (이 때 더미

인덱스의 이름 a, b는 중요하지 않으므로 Mathematica의

패턴 변수 a_, b_를 사용한다.) 이러한 작업을 텐서 대칭이

허용하는 모든 가능한 인덱스 표현에 대해 0이 될 때까지

반복한다. 그래도 0이 안되면 그 텐서는 남겨 둔다.

더미 인덱스를 항상 아래 첨자로 변경할 수는 없다. 일반

적으로 더미 인덱스를 아래 첨자로 변경할 수 있는가를 판

단하려면 인덱스의 ‘메트릭상태’를 근거로 해야 한다. 예를

들면, Aab∂cS
ab에서처럼 비공변 연산자가 작용한 경우에

는 Aa_b_∂cSa_b_ 로 만들 수는 없다. 동일한 이유 때문에

A b
a ∂cS

a
b 도 아래 첨자로 만들 수 없다. 결과적으로 패턴

매칭에서 Aa_b_∂cS
a_b_ 와 Ab_a_∂cS

b_a_ 는 일치하고 A

와 S가 각각 반대칭과 대칭 텐서이기 때문에 Aab∂cS
ab는

0이 된다. 그런데 A b_
a_ ∂cS

a_
b_ 와 Ab_

a_∂cS
a_

b_ 는 패턴 매
칭에서 일치하지 않으므로 A b

a ∂cS
a
b는 0이 아니다.

이제 두 텐서를 비교하는 일만 남았다. 먼저 두 텐서의
이름이 동일한지 확인하고, 다르면 더 이상의 비교를 중지
한다. 이름이 동일하면 두 텐서의 인덱스만 패턴 매칭으로
비교한다. 이 때 두 텐서의 프리 인덱스가 서로 다르면 적
합한 텐서합이 아니므로 적절한 오류를 출력하며 단순화
과정을 중지한다.

프리 인덱스가 동일하면 i 번째 텐서의 더미 인덱스들을
(가능하면) 아래 첨자로 만들고, j 번째 텐서의 더미 인덱스
들은 패턴 변수로 만든 후 Mathematica의 MatchQ 함수를
이용하여 두 인덱스들을 비교한다. 만일 일치하면 두 텐서
를 합치고, 일치하지 않으면 i 번째 텐서에 대칭을 적용하여
얻어진 새로운 순서의 인덱스 표현으로 다시 j 번째 텐서
와 패턴 매칭으로 비교한다. 이러한 과정을 i 번째 텐서에
대칭을 적용하여 얻을 수 있는 모든 순서의 인덱스 표현에
대해서 반복하여, 일치하면 j 번째 텐서와 합치고 일치하지
않으면 그대로 둔다. 최종적으로, 남아있는 텐서들을 다시
원래의 텐서곱의 합으로 변환하면 단순화 과정이 끝난다.

패턴 매칭을 이용한 텐서 표현의 단순화는 수작업을 모델
로 하였지만 대칭이 큰 표현은 매우 비효율적으로 동작한다.
예를 들면, 리만 텐서로 구성된 표현

R cd
ab RefcdR

abef +RabcdR
cd

ef Rabef → 2RabcdR
cd

ef Rabef

의 단순화에 (동작 속도 3.4GHz의 표준 PC에서) 대략 15초
이상 소요된다. V절에서 묘사한 정규화를 이용한 단순화
방법을 사용하면 무시할만한 시간이 소요된다는 것과 명
백히 비교된다. 이러한 비효율성의 가장 큰 원인은 대칭을
적용하여 얻을 수 있는 모든 인덱스에 대하여 매번 반복해서
패턴 매칭으로 비교하였기 때문이다. [11]

MathTensor [6]에서는 패턴 매칭 방법의 비효율성을 피
하기 위해 리만 텐서에 대한 수 많은 규칙을 사용하였다. 그
러나 규칙 기반의 패턴 매칭 방법도 사용하는 규칙이 많아
질수록 연산 효율이 떨어진다. 더군다나 리만 텐서가 아닌
다른 텐서에 대한 규칙은 따로이 도입해야 하는 어려움이
있다.

결국 텐서 표현의 단순화에서 발생하는 어려움은 텐서
자체의 대칭, 연산자의 연속 작용에 의한 대칭, 텐서곱에서
두 개 이상의 동일한 텐서에 의한 교환 대칭, 더미 인덱스에
의해 유도된 대칭 등으로 가능한 인덱스 표현의 가짓수가
급격히 증가하여 컴퓨터의 연산 시간과 필요한 메모리 용
량을 폭발적으로 증가시키기 때문이다.2 현재까지 이러한
문제를 해결하는 최선의 방법은 다음 절에서 논의할 유한
순열군 이론을 적용한 정규화 방법뿐이다.

2 패턴 매칭 단순화에서는 더미 인덱스와 관련한 작업을 패턴 매칭으로
처리하기 때문에 더미 인덱스가 새로운 대칭을 만들지는 않는다.
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V. 정규화를이용한단순화

패턴 매칭을 이용한 단순화는 n 개의 텐서곱으로 구성된

텐서 표현에서 두 개를 선택하여 비교하는 작업을 반복하기

때문에 O(n2)의 복잡도를 갖지만, 정규화를 이용한 단순화

는 각각의 텐서곱을 정규화하는 것만으로 충분하기 때문에

O(n)의 복잡도를 갖는다. 한편, 패턴 매칭 방법에서는 순열

대칭으로 변환 가능한 모든 인덱스를 고려하였지만, 정규화

방법에서는 대칭 군의 coset representative를 사용하여 고

려해야 할 인덱스의 가짓수를 현저히 감소시킨다. [12–14]
이러한 이유 때문에 정규화를 이용한 단순화의 실행 효율이

패턴 매칭 방법에 비해서 상대적으로 매우 높다.

텐서 인덱스의 대칭은 크게 두 가지 종류로 분류할 수

있다. 한 가지는 텐서 자체의 대칭, 연산자의 연속적인 작

용에 의한 대칭, 동일한 텐서 이름에 의한 교환 대칭을 병

합한 순열 대칭이다. 예를 들면, 리만 텐서의 순열 대칭은

Rabcd = −Rbacd = −Rabdc = Rcdab를 만족한다. 다른 한

가지는 더미 인덱스에 의해 생겨난 대칭이다. 예를 들면,

텐서 T b
abc 에서 더미 인덱스인 아래 첨자 b와 위 첨자 b는

서로 교환된다: T b
abc = T b

a cb.

더미 인덱스가 항상 새로운 교환 대칭을 만들지는 않는다.

예를 들면,

vb∇av
b = vb∇a(g

bcvc) = vb∇avb

vb∂av
b = vb∂a(g

bcvc) ̸= vb∂avb,
(3)

즉 비공변 연산자가 존재하면 더미 인덱스로 인한 교환 대

칭이 생겨나지 않을 수 있다. 따라서 인덱스의 ‘메트릭상태’
를 고려하여 교환 대칭을 만드는 더미 인덱스와 그렇지 못

하는 더미 인덱스를 구별해야 한다. xTensor [16]에서는 이

과정을 놓쳐서 A b
a ∂cS

a
b를 0으로 만드는 오류를 범하였다.

순열 대칭과 더미 인덱스에 의한 대칭이 동시에 존재할

때 텐서 인덱스를 정규화하는 ‘Butler-Portugal’ 알고리즘

[12–14]은 VI절에서 보듯이 특별한 경우를 제외한 대부분의

경우 다항식의 복잡성을 갖는다. [14]
정규화 과정은 III절에서 설명하였듯이 텐서곱을 확대된

대칭을 갖는 하나의 텐서로 병합할 수 있으므로, 결국 한

개의 텐서를 주어진 대칭으로 어떻게 정규화하느냐만 묘사

하면 된다. [14] 그 과정을 간략히 요약하면 다음과 같다:

1. 텐서의 인덱스를 특정한 순서로 정렬한다. [16,21] 이

때 ‘메트릭상태’ 정보를 이용하여 교환 대칭을 만들지

못하는 더미 인덱스는 그 위치를 고정시킨다. [21]

2. 정렬된 인덱스를 원래의 인덱스로 변환하는 대칭 군

의 원소를 구한 후, ‘Butler-Portugal’ 알고리즘을 구

현한 ‘CanonicalPerm’ 함수를 호출한다. [15,21]

3. 절차 2에서 구한 coset representative로 정렬된 인덱

스를 변환하여 정규화된 인덱스를 얻는다.

4. 정규화된 인덱스를 갖는 병합된 텐서를 원래의 텐서

곱으로 변환한다.

절차 1에서 ‘메트릭상태’ 정보를 이용하는 이유는 xTensor
[16]에서 범한 오류를 방지하기 위한 것이다. 그리고 절차 3
과 4는 단순한 과정이고 실행 시간도 거의 무시할 수 있다.

실제로 정규화 과정에서 가장 많은 시간을 소요하는 과정은

절차 2에서 ‘CanonicalPerm’ 함수가 실행되는 과정이다.

따라서 xPerm [15]에서는 실행 효율을 극대화하기 위해

‘CanonicalPerm’ 함수를 C 언어로 구현하였다.

mTensor [21]의 ‘CanonicalPerm’ 함수는 xPerm [15]과
세 가지 측면에서 차이가 있다. 첫째, 운영체제에 따른 효

율성의 차이를 줄이기 위해 2017년 표준안 [22]을 따르는

C++ 언어로 구현하였다. 그 결과 윈도우 운영체제에서

실행 효율이 증가하였음을 VI절에서 볼 것이다. 둘째, 정

규화에 필요한 strong generating set을 얻기 위한 방법인

‘Schreier-Sims’ 알고리즘 [26] 구현에 Mathematica 내장

함수를 사용하였다. xPerm에서 구현한 알고리즘은 평균적

으로 평범한 실행 효율을 갖지만 Mathematica 내장 함수

인 GroupStabilizerChain 함수는 매우 빠른 속도로 strong
generating set을 구해 준다. 끝으로, 정규화 과정의 일관

성을 확인하는 절차에 이진 검색 알고리즘을 사용하였다.

결과적으로 VI절에서 보듯이 정규화의 실행 효율이 전반적

으로 향상되었다.

VI. 성능비교

IV절의 패턴매칭을 이용한 텐서 표현의 단순화 방법은

리만 텐서 세 개의 곱으로 된 표현을 단순화하는 간단한

작업조차 상당한 시간이 소요되어 실질적인 사용이 곤란할

정도이다. 따라서 이 절에서는 정규화 방법만을 사용한 단

순화 성능을 xPerm [15]과 mTensor [21] 사이에서 비교할

것이다. 또한, 윈도우 운영체제와 리눅스 운영체제에 따른

차이도 알아볼 것이다. 비교를 위하여 동일한 표준 PC (동
작 속도 3.4GHz, 메모리 16G)를 사용하였고, 운영체제는

Windows 10과 Mint 20.1을 사용하였다.

일반 상대론 분야에서 가장 중요한 텐서는 리만 텐서이

므로 먼저 리만 텐서의 곱으로 구성된 표현의 정규화 소요

시간을 비교한다. [14,15] 이 때 인덱스는 무작위로 선택

되고, 최악의 경우를 한정하기 위해 모든 인덱스가 축약된

상황만을 다룬다. (프리 인덱스가 많을수록 더미 인덱스가

만드는 대칭이 줄어 들어 정규화 소요 시간이 적어진다.)
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xPerm in Windows

xPerm in Linux

mTensor in Windows

mTensor in Linux

10 20 30 40 50
n
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0.100
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Time (sec.)

Fig. 1. (Color online) Average timings in a logarithmic
axis for canonicalization of completely contracted prod-
ucts of n Riemann tensors with random indices.

Fig. 1에는 모든 인덱스가 축약된 최대 50개의 리만 텐서
곱에 대한 정규화 소요 시간이 묘사되었다. 각각의 리만
텐서 곱에 인덱스를 무작위로 선택하여 정규화 소요 시간을
측정하는 과정을 20번 반복한 후 기하 평균을 구한 것이다.

Fig. 1을 보면 윈도우에서의 mTensor와 리눅스에서의
xPerm이 유사한 점근 형태를 가지며 좋은 성능을 보이고,
mTensor는 리눅스에서 그리고 xPerm은 윈도우에서 상대
적으로 비효율적임을 볼 수 있다. 각각의 경우에 해당하는
점근적 적합 곡선을 보면

xPermWin ∼ O(n6.75), xPermLinux ∼ O(n4.57)

mTensorWin ∼ O(n3.52), mTensorLinux ∼ O(n4.33)

으로 다항식 복잡도를 갖는다. 윈도우에서의 xPerm은 비
교적 차수가 높은 다항식 표현이고, 실제로 n이 증가함에
따라 소요 시간이 급격히 증가함을 볼 수 있다.

두 번째 예로 반대칭 텐서 Aab 의 곱으로 구성된, 모든
인덱스가 축약된 표현

A b
a A

c
b A

d
c A e

d · · ·A q
p A a

q (4)

의 정규화 소요 시간을 비교한다. [15] 이 경우는 인덱스의
무작위성이 없고, 텐서 Aab의 개수 n이 홀수이면 0이 된다.
Fig. 2에는 모든 인덱스가 축약된 최대 99개의 반대칭 텐서
Aab의 (홀수 개의) 곱으로 구성된 표현에 대한 정규화 소요
시간이 묘사되었다. 전체적인 결과는 Fig. 1과 유사하다.
즉 윈도우에서의 mTensor와 리눅스에서의 xPerm이 상대
적으로 좋은 성능을 보인다. 특히 윈도우에서 xPerm은 n

이 증가함에 따라 소요 시간도 급격히 증가한다. 각각의
경우에 해당하는 점근적 적합 곡선을 보면

xPermWin ∼ O(n6.14), xPermLinux ∼ O(n4.87)

mTensorWin ∼ O(n4.17), mTensorLinux ∼ O(n4.72)

xPerm in Windows

xPerm in Linux

mTensor in Windows

mTensor in Linux

20 40 60 80 100
n

0.010

0.100

1

10

100

1000

Time (sec.)

Fig. 2. (Color online) Timings in a logarithmic axis for
canonicalization of completely contracted products (4)
of odd n antisymmetric tensors.

으로 다항식 복잡도를 갖는다. 결과적으로 리눅스에서

mTensor와 xPerm이 유사한 성능을 보이고, 윈도우에서

는 mTensor가 xPerm 보다 월등히 좋은 성능을 보인다.

세 번째 예로 반대칭 텐서 Aab와 대칭 텐서 Sab의 곱이

반복되면서 모든 인덱스가 축약된 표현을 고려하자: [27]

AabS
bcAcdS

de · · ·ApqS
qa. (5)

이 경우는 운영체제와 상관없이 xPerm에서는 텐서의 개수

가 n = 12일때부터, 그리고 mTensor에서는 n = 14일때

부터 소요 시간이 지수적으로 증가한다. 따라서 텐서 표현

(5)의 정규화 문제는 ‘Butler-Portugal’ 알고리즘의 최악의

경우에 해당한다. 그러나 이렇게 특수한 경우는 휴리스틱

방법을 쓸 수 있다. 즉 텐서 표현 (5)의 패턴을 보면 새로운

텐서 ASab를 도입하고 규칙 AabS
bc → AS c

a 를 사용할 수

있음을 알 수 있다. 그러면 텐서 표현 (5)는 텐서 표현 (4)와
동일한 표현이 되고, 정규화도 다항식 복잡도를 갖게 된다.

VII. 결론및토론

인덱스를 갖는 텐서 표현의 단순화 전략으로 패턴 매칭

방법과 정규화를 이용한 방법을 논의하면서, 인덱스의 ‘계
열’과 비공변 연산자로 인한 자료구조인 ‘메트릭상태’를 도

입하였다. 그 결과 다양한 인덱스를 가지면서 공변 연산자

뿐만 아니라 비공변 연산자가 포함된 텐서 표현도 오류없이

단순화할 수 있음을 설명하였다.

패턴 매칭을 이용한 단순화 방법 [6, 11]은 실제로 사용

하기 곤란한 정도의 시간이 소요되므로 순열 대칭에 대한

군론을 이용한 ‘Butler-Portugal’ 알고리즘으로 정규화하는

방법 [12–14]을 주로 논의하였다.
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정규화 과정의 연산 효율을 극대화하기 위해 ‘Butler-
Portugal’ 알고리즘을 C언어로 구현한 xPerm [15]은 관련

된 많은 연구에서 사용되고 있지만 [16–20] 여러 가지 단점

도 가지고 있다. 특히 윈도우 운영체제에서 인덱스 대칭

이 커짐에 따라 정규화 성능이 급격히 떨어진다. 이러한

문제점을 개선하여 mTensor [21]에 구현하였고, xPerm과

정규화 성능을 비교하였다.

본문에서는 설명하지 않았지만 게이지장 F a
µν 처럼 여러

가지 인덱스 ‘계열’이 혼합된 텐서 표현이나, 스피너 인덱스

처럼 반대칭 계량 텐서를 갖는 텐서 표현도 동일한 방법으로

정규화한다. 또한, F 1
1 처럼 숫자로 표시되는 성분 인덱스를

갖는 텐서 표현도 마찬가지 방법으로 정규화한다.

‘Butler-Portugal’ 알고리즘은 최악의 경우 연산 시간이

지수적으로 증가한다. VI절에서 보듯이 규칙 기반의 휴

리스틱 방법으로 특별한 경우는 다룰 수 있지만 일반적인

경우에는 아직 한계가 있다. [27] 또한, 단일항인 텐서곱의

정규화만 논의하였지만 비앙키 항등식과 같은 다중항으로

표현되는 텐서 대칭도 고려해야 한다. [28]
Mathematica에는 ‘Butler-Portugal’ 알고리즘을 구현한

내장 명령이 있어서 xPerm이나 mTensor처럼 외부에서

작성한 코드를 연동해야 하는 불편함을 피할 수는 있다.

그러나 이 내장 명령은 인덱스 없는 추상 텐서 표기법을

사용하였고, 부가적인 자료구조를 도입하지 않는 한 계량

텐서가 대칭인 경우만 다룰 수 있다. 따라서 내장 명령만을

사용하여 본 논문에서 논의한 인덱스 표현의 단순화 기능

을 구현하는 것도 하나의 도전 과제가 될 수 있다. 또는,

반대쪽 방향으로, Mathematica의 내장 명령으로 구현된

부분을 모두 C++ 코드로 바꾸어 특정 소프트웨어에 대한

종속성을 제거하는 것도 의미가 있을 것이다.
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